7. Anrebpa onepaTtopa

LlenTpanHa Tema KojoM ce 0aBU TeOpHja aliCTPAKTHUX MPOCTOpPA jecTe Teopuja ome-
paTopa y ancTpakTHUM MpoctopuMa. Kao mro je yoOudajeHo y 0BOM KypCy, MOYULE CE
ca neuHUIIMjOM orepaTopa y yHUTapHOM mpoctopy U, amm 3a cama He ucTUayhu of-

Max pa3iuKy u3Mehy KoHauHO- 1 OECKOHAYHO-AUMEH3UOHAIIHOT Clly4daja.

Hepunuuuja 7.1. IlpecnukaBame u3 ynurapaor npoctopa U y UCTH Taj YHUTapHU MPO-

1
ctop U HazuBa ce onepamopom.

~

bynyhu na je A omneparop, |V1> e U ob6jexar mpecnukaBama U |v2> e U nux npe-

crukaBama, onza je Alv;)=|v,).

A

Axo oneparop A mma 0COOMHY Jia TUHEapHy KOMOWHAIN]y 00jekara mpeciinKaBama

MPEBOJM Y UCTY TAKBY JIMHEAPHY KOMOWHAIIN]Y JTUKOBA MPECIUKaBamba

V,)

OHJIa Ce MpEeCINKaBambe A Ha3UBa iuHeapHum onepamopom, nepunucanum Ha U .

Ala|V)+a,|Vv,)) = Alv,) +a, A

Ckyn cBuX o0jekara mpeciukaBama jecte domen onepamopa, D(A), MoK je cKyn
CBHIX JIMKOBA orieparopa oonacm auxosa i oomem, R(A), ox eHrieckor range.

Cunrarma »nedunucan Ha U « mpakTtuyHO 3HauM Ja he 6uTu kopuirheHu orneparo-
PH YHjH je TOMEH y KOHAYHO-INMEH3HOHATHOM ciry4ajy uuraB mpocrop U": MD(A)=T",

JIOK je y 0eCKOHAUYHO-AMMEH3HUOHAITHOM city4ajy cBynarycry U .

A

Omneparop ce MOXe 3anmucaTd U Kao cBako apyro npeciukaBame. A: U — U. Kako
he ce y okBUpYy OBOT Kypca Hajuyenthe KOPUCTUTH YIIPaBO JIMHEAPHU OMEPATOPH, OJpe-

HHIIA »IMHCAPAH K ouhe IIOHCKAaJ N30CTaBJbaHa.

! Oneparopu ce kaTkax aepHHHIIY Ka0 MpecinKaBamba npoctopa U Ha Hekn apyru npoctop V (amu
oba Hax uctuMm nojbeM ). YV okBupy oBor Kypca Hehe Outu moTpebe 3a OBHM, CEM KOJ TpEeTHparba

(G yHKITMOHAJIA Kao orepaTopa; CeM Tora, y GU3HIM HaBeACHA JeUHUIM]a CACBUM je yoOu4ajeHa.
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7. Anrebpa onepatopa

CBaku orepaTop MOTITYHO j€ oJipeh)eH aKo je TMo3HATO KaKo JeIyje Ha BEKTOpEe OJpe-

~

henor Oazuca {|ei>} u3 U . 3aucra, nenoBameM JMHeapHOT onepatopa A Ha Dypujeos

pa3Boj BEKTOpa |V> = Z & |ei) , To0uja ce BEKTOP

A=A ¥ 4le) |- e Ale)

HapaBHO, yNpaBo 300r JuHeapHOCTH omeparopa A. OBo 3HauM jAa je JTuKk A

V> jenmHo-

sHa4HO oxpehen 3a cBaku Bektop |V) € U, unme je n onepatop A notmyHo oapeheH.

JIBa omeparopa AU>UuB:U>U jeonaku cy axo je

Alv)=B|v), V|v) e D(A) NI)(B) .2

A

Yecro ce muIie u oneparopcka jeIHakocT A

B.
36up C=A+B nga oreparopa AAUSUnB:U>U neduHuIIe ce Kao

C = (A+B)|v)= Alv)+B|v), V|v)eDA)ND(B).

OuurienHo je 11a je ped O JMHEAPHOM OIepaTopy C:U->TU.
[TpousBon D=caA oreparopa A ca ckanapom « € F , nedunnie ce kao
D|v)=aAlv), V|v)eD(A).
D je Takolje THHEAPHH OIIEPATOP.
Ha ocHoBy rope aedunHucaHux orepaipja ca ornepaTopruMa jacHo je Ja jeé Haj CKy-
nom IL(U,T) cBux omeparopa (nedurncanux Ha U ca nmukoBuma u3 U ), popmupana
CTPYKTypa BEKTOPCKOT IIpocTopa. AKo Ou orneparopu omiu neduHUCaHU Kao Y QycHOTH

24, ckym cBHX omnepaTtopa 6o 6u o3naueH ca IL(U, V).

2 . Y
Ox cana ce Hehe moceOHO HaramaBaTH J1a je 3a KoHa4HO-guMensroHannu ciaydaj D(A) =U, cem

Kazaa TO 3aucCTa HI/Ije OYUTJICIHO.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

bynyhn na cy emementn ckyma IL(U,TU) omeparopu, MOXe ce yBeCTH W OWHapHa

omeparnuja Mel)ycoOHOT MmHOodMCera TUX eneMeHaTa, cxBaheHa Kao y3acTonmHa MpuMeHa

oreparopa.

Axo cy A Bel(U,U) onna nocroju G = AB Takso za je

A

G|v)=(AB)|V)=A(B|v)) = Alv)=|v), V|v)eD(B), VB|v)eD(A).

W [v)eU y KIVIL G je nneapan omepatop.
MHoxeme oreparopa je
1. acoyujamueno
(AB)C=A(BC)=ABC;

2. oucmpubymueno (y 0JHOCY Ha cabupame oreparopa)

(@B

(A+I§)C:AC+I§
A(I§+é)=AI§+A

(@R

3. acoyujamueno (y 0THOCY Ha MHOXEH-E OTlepaTopa CKajJapoMm)

a(AB) =(¢A)B = A(aB).

VY npocropy IL(U, U) nocroju jedunuunu onepamop |
[v)=|v), V|v)eU
TC je
[A=AT=A.
Mehytum, 3a onepaTope y OMIITEM CIIy4ajy He BAXKH KOMYMAaAmugHoCm
AB = BA.
be3 o63upa Ha To, IL(U,T) jecte arcebpa ca jeounuyom (Bunetu nepunuuujy 2.4)

npeMaa HCKOMYTAaTUBHA.
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7. Anrebpa onepatopa

300r HekomyTtatuBHOCTH oneparopa u3 IL(U,T) nmedunuine ce u jenan crerujaian

BH/JI IPOU3BOJA.

HNepununuja 7.2. Komymamop [A, é] oeparopa A BelL(U,U) neduuuwe ce kao ce

paziunka u3Mmel)y mpousBoja MpBOI OMNepaTopa ca APYTUM M MPOU3BOJAA JAPYror orepa-

TOpa ca MPBUM

[AB]-AB-BA.

[Tomto MHOXEHE omeparopa HUje y OMNIITEM CIIy4ajy KOMYTaTUBHO, KOMYTaTOp

[A,B] BpJIO 4ecTO je pasnuuur of Hyine. Ilociaenuna oBe 4MEBEHULE jeCy MHOIeE

¢bu3nuKe 0coOMHE U T0jaBe y CUCTEMHUMA KOJU C€ OMHUCY]y MAaTEeMaTUYKOM CTPYKTYpOM
KOJO] Y OCHOBH JIe)KM HEKOMYTAaTHBHA alreOpa, mpe cBera KBaHTHU cuctemu. Hmp. jenna

O]l TOMEHYTHX T0jaBa jecy yyBeHe Xaj3eHOeprose pelainje HeoIpeheHOoCTH.

Cana he 6utH HaBeIeHU MPUMEPH OIEepaTopa y clyuajy KOHAUYHO-IMMEH3MOHATHUX

YHHUTapHHUX MPOCTOPA.
Ipumep 7.2.1. Hyaru oneparop y npocropy U" (IF)
0|v)=]0), V|v)eU"(F)
Hyntu onepaTop je O4MIIIeIHO JTUHEapaH onepaTop.
Ipumep 7.2.2. Jenunnunu onepatop y npocropy U" (IF)
I|v)=|v), V|v)eU"(F)
JenuHUYHU omepaTop Takohe je TuHeapaH orepaTop.
Hpumep 7.2.3. Ipoctop R® pomayuja BexTOopa 0ko naTe oce Koja IpoJasH Kpo3

: 5. T3 3
KoopauHaTHH nouyeTak. Oaroapajyhu omepatop R:R® — R® mpecirkaBa cBaku BEKTOP

|V> y JIUK IQ‘V) y KOJU BEKTOP |V> MpeJia3u POTaLIU]OM.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

Ipumep 7.2.4. Ilpoctop F™, ca onepaiujoM KojoM ce CBaKOM BEKTOpPY |V> (mpen-

~

CTaBJbEHOM MaTPHUIIOM-KOJIOHOM V) TIPUAPYKYje HEH MPOU3BOJ ca oreparopoM A ciie-
Ba (IpelIcTaB/bEHUM KBaJpaTHOM NxN MartpumoM .~/ ). V=.7/v. Ilpu TomMe je V
takohe MaTpuia-kosona. Jlakie, MaTpuie TMia NXN Cy JIMHEAPHU ONEPATOPH y TPO-
cropy F™.

JacHo je ma ckyn F™ cBUMX MaTpHIa MOMEHYTOT THIIA, YHjH Cy MATPUUYHH €IEMEHTH
u3 nosba I, oOpasyje jeaHy airedpy ca jeIUHUIIOM, Y K0jO] je OMHapHa ornepaiyja MHO-

KCHa I[e(l)I/IHI/IcaHa Ka0 MAaTpu4HO MHOXKCHC, TOK je BCH jeI[I/IHI/I‘IHI/I CJICMCHT YIIpaBO

jenuuuuna mMatpuia. Ctora je F™ =IL(IF", "), omHOCHO KBagpaTHHM MaTpHiiama Nxn

TIPEeCTaBIbajy Ce OIepaTopu KOjH AeNyjy Y HpOCTOpy MaTpuia-koaona F™ .

Hedpunnnuja 7.3. [Ise anrebpe A, u A, Han uctum nossem F cy uzsomopgue axo no-

croju 6ujexnuja h ca A, Ha A, TakBa na je

h(a|vi)+a,|v,)) = e h(|w)) + e, h(|v,))

h((w]v,))=h(jw))h(]v.))

OJIHOCHO aKko Oujekuunja h ayBa cmpykmypy.

V)|V e A

Kao mro 3namo, oneparop A€ lL(U,U) moTnyHo je 3aAatr ako Cy MO3HATH JIMKOBU

{A

Vi>} mexor u3abpanor Gasuca {|V;)} . thux caga Moxemo pasBuTH 10 HCTOM GasuCy

TMOIITO C€ paju O OolepaTopruMa Ae L(U,TV); ako 6u ce paguio oneparopy u3 IL(U,V)

OHJIa OM ce Pa3BOj BPIIKO IO 0a3UCy U3 mpocropa vV
n

vi)=2 &
j=1

Marpuua .~/ =[&;] npupomro ce mojaeuna, anu ce (Ouhe oOjammbeHo KacHuje)

A vj>, i=1n.

omeparopy A mpumpyxyje TpaHcrnosoasa Marpuua - = (/)" = [a;], na je
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7. Anrebpa onepatopa

n

A —_—

Avi)=>a;|v), i=1n. (7.1)

dopmymna (7.1) Ha3uBa ce ocHosHa opmyna penpezenmosarba, y K0joj je oreparop

AeL(U,U) nok je matpuua .~/ = [a;]e F™ =L(F", "); mome je ycrocraBibeHa Hujex-

yuja h(A) =.~/ msmeby anre6pe L(U,TU) u amreGpe F™ =L(F", ").

Jlema 7.1. Bujekuuja g je usomopduszam usmely anreopu L(U,T) u F™, koju ce Hasu-

Ba penpesenmoearoe onepamopa vmampuyamnda.

Joka3s.

3ancra, § 4yBa CTPYKTYPY MOMEHYTUX anreOpu

A)=./ =[a o
1) U3 g(A) 2] crequ maje g(A+B)=."/"+.~;
g(B)=.»= [bij]
ael R
i s . cienn na je g(aA)=a./,
g(A):'ﬁ/:[aij]
A)=./ =[a, o
i) 13 94 2] ciemu 1a je g(AB)=."/~.

g(é) =7 = [bij]
buhe nposepen Tpehu uzpas Oyayhu na je HEMTO CIOXKEHU]U OJ1 PBaA JBA.
A(é|vi>):A(Z;bji v >J=Zl:bjiA‘vj>
i= j=

bji;akj |Vk>_;(2;akjbjiJ|Vk>_ k [ 7] I%)
=

j=1 = =1 j =1

(AB)|v,)

Q

OJTHOCHO
g(AB)=.~/~,
YHMe j€ MMOKa3aHo Ja OujeKinja § CTBAPHO YyBa CTPYKTYPY.

Q.E.D.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

Ha ocHOBy mocienmer aprymenTa y mpeTnociellbeM H3pa3y BUIU ce 3allTO Ce CBa-
KOM OIIepaTopy NpHUAPYXKYje MaTpuila TPaHCIIOHOBAHA OHOJ KOja ce J00uja pa3BUjambeM
JUKOBA JaTor 6a3uca mo UCTOM TOM 0a3ucy: na Ou ce ouyBaia CTPYKTypa, OJTHOCHO 710-

Dpeoax npu MampudHoM MHON’CEIbY .

~

Teopema 7.1. Onepatop A u marpuna .~ = ¢(A) CKBHBAICHTHH Cy Y OJHOCY Ha H30-

mophuzam f u3 reopeme 1.3.
/S =fAFT
1j. m3omopduzam f wHAYKYje H3oMopdusam anreGpu omeparopa A mpeko mpancdop-

mayuje cauyHocmu

g(A)=fAf™.

Jloka3.
[Ipema nemu 7.1. g jecre uzomopduzam, a Ha OCHOBY TeopeMme 1.3. Takohe je u f

nzomopuzam. Crora ce mosia3u O] MPOU3BOJHHOT BEKTOpa |V>e U" TakBor nma Baxu

|\7> = A|V> . dypujeoBH pa3Boju 00a BEKTOpa MO IaTOM 0a3ucy JaTH Cy u3pazuma

M= &) w0 [9)=2 mw),

yuMe ce 100H1jajy MaTpule-KOJOHe

& ™

iy
Il
~

S
[l

OJIHOCHO, peMa Teopemu 1.2.
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7. Anrebpa onepatopa

C npyre cTpasne je

|v>:A|V>ZA@(;|Vi>j:§;A|Vi>: g{j”l a, Mj:%t aji;]\vj>.

Kaxo je ®ypujeoB pa3Boj BeKTOpa |\7> JEIMHCTBEH

n
V) = Z;, V)
=
yrnopehuBameM ropma JiBa u3pasa go0uja ce

= Z ay & (7.2)
i=1
HITO C€ MaTPUYHO MOXKeE 3anucaru y cieneheM 00Ky
n=. h/g . (7.3)
Jlakie, onepatop A y mpocropy U"(F) u oneparop (Marpura) .~/ y mpocropy F"

JIeNyjy €KBHBAJIGHTHO Y OJIHOCY Ha m3oMopduzam f , mro ce moxe rpaduuku mnpeacra-

BUTHU Kao Ha cauum 7.1.

Cnuka 7.1.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

Ounrenno je aa cy |[v)= (&), [W=AF"E) n n="f (v))=f Af&), rae
pou3BOJ] H30Mophu3amMa U orepaTopa MPeACTaBba KoMRo3uyujy npeciuxasara. Crora
ce Ha ocHOBY ¢opmyite (7.3) moduja

/S =fAFT
Tj. MaTpHua -~/ jecre KOMIIO3HUIMja IIpeciKaBamba. Kako je .~/ = g(A), Guhe

g(A)=fAf™.
['opma Tpanchopmaliija Ha3uBa Ce MPAHCHOPMAYUJOM CIULHOCTIU.

Q.E.D.

A

N3 nperxonHe Teopeme ce BUIU Ja je onepaTop A €KBUBAJIECHTaH MaTpulM -~/ , HE
MaTpUlll .~ KOja c€ MPUPOJHO jaBJba MNPUIMKOM pa3BUjama JIMKOBAa Oas3uca 1o

MoJIa3HOM 0a3ucy.
7.1. OnepaTopun y XunbepToBOoM NpPOCTOPY

YuTaB NpeTXOHU MOCTYMAK PENPE3CHTOBAKA MOXKE C€ YOIILITUTHA U Ha OECKOHAYHO-
JTUMEH3MOHAIIHU CJIy4aj, caMo j€ Yy cyMaMma MOTpeOHO 3aMEHUTH N ca o, Ka0 U BOAUTH

padyHa 0 KOHBEPIeHIIM]U U3pa3a KOju Ce TaKO jaBJbajy.

JenHOCTaBHM]M HaYMH Mpejacka Ha OECKOHAYHO-IMMEH3MOHAIaH cirydaj omoryhaBa
PETIPE3CHTOBAKE Y YHUTAPHOM MPOCTOPY Y3 KOPHUIINEeHE OPTOHOPMUPAHOT Oa3uca (Koju

ce Y KBaHTHO] MeXaHHIIM Hajuerrhe cpehy)

eldle) (o[ Tag )~ Talele)-Tad -

WIINTHU

aq = (e |Ale;). (7.4)
dopmyna (7.4) 3amemyje OCHOBHY (GopMyITy pernpe3eHToBama (7.1) kama cy 6a3ucu

OPTOHOPMHPAHH, a JIAKO CE€ YOIIITaBa Ha OECKOHAYHO-AMMEH3UOHAIHU ciy4aj. [Ipu To-

Me ce (DyHKIH]e KOje Cy eIeMEHTH (PYHKITMOHAITHOT XHJIOEPTOBOT MPOCTOPA MOTY CXBa-
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7. Anrebpa onepatopa

TUTH Kao HEMpeOpojuBO-0ECKOHAYHO-TUMEH3MOHAIHE MaTpHUIle-KOJIOHE, a CyMa, Koja ce

Mopa jaButu y hopmyiu (7.4) 300r ckamapHOT MPOU3BOJIA, MPEJIa3H Y HHTETPall.

Cana he Outu HaBeIeHU MPUMEPU HEKUX orepaTopa y XuiOepTOBOM MPOCTOPY.
[pumep 7.1.1. Hyamu onepamop 0 jecre onepaTop KOjU CBAKOM €JIEMEHTY |V> eH

OPUAPYXKYj€ HYIATH €IIEMEHT |O>

6|v)=|0).
OBaj ornepaTop €BUACHTHO jecTe JIMHEapaH, IoMeH My je untas npoctop H, a on HynaTor

oneparopa y K/[YII-uma pasnukyje ce camo 1o AOMEHY, Tj. 001acTH BaXKeHa.

A

Mpumep 7.1.2. Jeounuunu onepamop | y npoctopy H

1v)=|v)

U oBaj onepatop je auHeapaH, ca I)( f) =H, a ox jenuamuHor omnepatopa y KA YII-uma

pa3iiiKyje ce camo IO JOMEHY.

~

pumep 7.1.3. Onepamop cruunocmu A
A‘V)z@z‘V), aeC,|v)eH.
OBaj onepaTop Takolhe je IuHeapaH, JoMeH My je 1eo H.

Hpumep 7.1.4. Jlupepenyujannu onepamop3

A=—ind
do
y npoctopy L°[0,27]=1%(¢p)
-in Jf 0) 6 (0)] = {al A0 i, d‘ﬁ;‘”)} (75)

3 . .
Peoykosana Ilnankosa xoncmanma h = h/ 27 jaBiba ce 300T JUMEH3Wja (DU3MUKE BETHUYHMHE

MOMECHTA UMITYJICA, @ KOJU C€ Y KBAHTHO] MeXaHUIIU (Y KOOPJMHATHO] PENPE3CHTAIIN]H) MPEACTaBIba Tude-

PEHIIMJaJTHUM OIIEPaTOPOM.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

T€ je ONeT ped O JIMHEeapHOM orepatopy. [lomen oBor omeparopa mMopa caap:KaBaTH

nepuognune Qynknuje $(0) =@(27), a kako TpUroHomerpujcke GpyHkuuje @ () mpu-
najajy xoMery audeperumjanHor oneparopa (5.4a), o je D(A) = {‘O)} . Ho, takobe je u
D(A) =12 (p), jep je mmp. sin(p/2)el?(p), momro je Isin(/2)| = Jr, am je
cos0=cosz, te sin(p/2) ¢ D(A). MehyTuM, MOWITO CKYI TPHTOHOMETPH]CKUX (YHK-
nmja npejcTap/ba Oaszuc npoctopa L (@), noMeH D(A) je cByma rycT CKyIl Y IPOCTOPY
I (¢) . Taxohe je Ha ocHOBY (opmysie (7.5) ounrienHo aa je ]ID(A) JUHea.

Mpumep 7.1.5. Jughepenyujarnu onepamop

y npocropy L7 (—o0, )

i e 09+ 109] = | o S s, S0

T€ C€ OIET paju O JUHEApHOM omneparopy. MehyTtum, ]]."D(Ié) # 1.7 (—o0,00) momiTo je kmaca
mudepeHnnjabuiTHuX GyHKIHja yXKa oJ Kinace Henpekuaaux. C apyre crpaHe je TOMeH

D(B) = { O)} TOLITO je, Ha OCHOBY pe3yJ/ITaTa moTHorjaassba 5.1.1.

V/r: (X) = \/?l//n—l(x) _\/ (n +21) = ‘//n+1(x) ! (76)

Te, KaKo je v, (X) € L’ (—o0,0) , a mpema m3pasy (7.6) je u ! (X) € L’ (—o0,0) , cnenu ma je

v, (X) e D(B), wro oner 3uaun ga D(B) Huje npasan ckyn. Kako je Gmio koja muxe-
apHa koMOmHamja EpmuroBux ¢ynkumja Takohe exement D(B), a ckyn EpmuroBnx
dyHKIHja jecte cByma ryct y L?(—oo,00), ciean u 1a je ckyn D(B) cByxma rycr y mpo-
ctopy L7 (—o0,0). IlIT0 0roBapa H360py LENOT IPOCTOpa 3a JOMEH OIepaTopa y KOHau-

HO-TMMEH3UOHAIIHOM CIIy4ajy.
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7. Anrebpa onepatopa

Mpumep 7.1.6. Mynmuniuxamusnu onepamop X y mpocropy L2 (—o0,0) nedunM-

IIIe ce Kao OTepaTop 3a KOjU BaKH
Xf(x)=xf(x), VxeD(X)={f(x): f(x)el?(—o0,0), xf(X)e ?(-wn,x)}
Jaco je je D(X) = L?(—o0,%0) (oBako HewTo cpehe ce camo y Xun6epToBOM mpo-
cTopy) jep je sinX/x € I’ (—o0,00) , momro je Hsin X/XH =7 ; omer, sinx ¢ L2 (—o0,0) jep
|sin x|| #e mocToju, Te sinx/x g D(X) . Mehyrnm, D(X) # {|0>} Oynyhu na Epmurose

G yHKITMje TOMHOXKEHE ca X Jajy

XWn (X) = \/ZIWn—l(X) + n—+1 lr//n+1(x) ; (77)
a \ 2a

cazi, Ha ocHOBY W/, (X) € I*(—o0,0) u m3pasza (7.7) cnemu u 1a je Xy, (X) € L’ (—o0,0), Te
je crora v, (X) € D(X), te nomer D(X) 3aucra Huje npasan ckym. C 003UpOM 1a CBaka
auHeapHa koMOuHanuja EpmMutoBux yHkimja Mopa OUTH €lIeMEHT ID(X), Kao U Ja je
ckyn EpMuTOBHX (yHKIHMja cByAa rycT y mpoctopy IL°(—oo,00), clemu Aa je u cKyn
D(X) cByza ryct y mpocropy L2 (—oo,00).

7.2. HenpeknaHoCT, orpaHM4YeHOCT U 3aTBOPEHOCT onepaTopa y XunéepToBom

npocTopy

Jla 6m 3a omeparope y XuinOepToBOM MPOCTOPY Ba)KMJia UCTa MpaBUiIa KOja BaXKe 3a
oneparope y KIVYII, onn Mmopajy 3a10BospaBaTi J0JaTHE YCIOBE, MOBE3aHE Mpe CBera ca

npobsieMuMa KOHBEpreHiuje y XuiOoepToBOM MPOCTOPY.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

JMepunuuuja 7.4. Oneparop A y XunbeptoBoM npoctopy H wmenpexudan je y Tauku

‘VO> € ID(A) y cMuCiTy METpHKE reHepHCaHe CKaJIAPHUM ITPOU3BOIOM

|||V1>_|V2>|| :\/<V1_V2|V1_V2> )

aKo0 KOHBEPreHTHOM HH3Y eJieMeHaTa |Vn> - |VO> IpUIIPYXKyje KOHBEPreHTaH HU3 eleMe-

mara Alv,)— A

V0>,Tj. aKo U3 |||Vn>—|vo>||<5(8) cienu HA|Vn>—A VO>H<€,I/IJ'II/I

lim Alv, )= Alim|v,).

n—oo n—oo

IIpe yBohemwa npeoctayinx mojMoBa MOTPEOHUX 3a MOJIBpraBame orneparopa y Xui-
OepTOBOM IPOCTOPY rope MOMEHYTHUM YCJIOBHMA, Ouhe J0Ka3aHa jeHa 3aHUMJbUBA JIE-

Ma.

Jlema 7.2. ITotpeGaH 1 JOBOJBAH YCIIOB Ja Omepatop A Gyje HEIPEKHIaH jecTe HheroBa

HCIIPCKUIAHOCT HA HYJITOM CIICMCHTY.

Joka3s.

~

Heka je A nuHeapan u Hempekuman omeparop. llomro je curypnHo |O>e]D)(A),

~

orepatop A HENpEeKUJaH je U Ha HyJITOM elieMeHTy. C Jipyre cTpaHe, ako je oneparop

A

A IMHeapaH W HENPEKHIaH Ha HYJITOM €JIEMEHTY, OHjaa 3a cBaku Opoj & >0, mocroju

5(£) >0 Takae na 3a cBaku |0) #|V) eD(A) 3a koju Baxu |||V>|| = |||V>—|O>|| <5(¢), Ba-
KU U H AJv) - A|O>H = H A|V>H <&. Axo ce cana y ropme nspaze ymecto |V) e D(A) crasn
V) ~|v,) e D(A), onna 3a |v) u3 Bakema |||v>—|vo>|| <5(g) cnenu u

V>_‘V0>)H:

T€ cTOra, 300T MPOU3BOJLHOCTH €JIEMEHTA |V>, cienu aa je A HempekujaaH oreparop 3a

Alv)-A

A(

VO>H<5

CBaKH |VO> :
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7. Anrebpa onepatopa

Hepununmja 7.5. Onepartop A y XunoeptoBom npoctopy H je oepanuuen ako moctoju

ckaiap M >0 TakaB naa je

|AW)[<M]lv)], ¥|v)eD(A). (7.8)

HNupumym cBux 6pojeBa M 3a koje Baku popmyia (7.8) 30Be ce Hopma onepamopa

1 O3HaYaBa ce ca H AH , Te u3pas (7.8) mocraje

v)Hs

OJTHOCHO cama HopMa omneparopa A Moxke 6utu oapehena u Gopmynom

A A

V)|, V|v)eD(A), (7.9)

A A

= sup
|

Ul

Teopema 7.2. OrpaHnuueHr ONepaTop OrPaHUYCHOM CKYITy eJeMeHaTa MPUAPYXKYje TaKo-

he orpanuyeH ckym.

Jloka3s.
Onmmax cnenn u3 dpopmyne (7.9) jep, ako je |V> U3 OTPaHUYCHOI CKyIla, MOpa OUTH

V)||<y,rneje y oaroapajyhu mo3utusad 6poj. Tana je AV < y A
vl A1)l

, @ TO 3HA4YU Ja

A

je cKyI {A V>} OrpaHHYeH.

Q.E.D.

Baxu u o6pHyTO (03 moka3za): CBaku oneparop KOju OrpaHUYEHOM CKYILY MPHIPY-

’Kyje OTpaHUYEeH CKYT je OTpaHUYEH.

Teopema 7.3. OnepaTop je HEMpEKUAaH OHAA M CaMO OHJa KaJia j€ OrpaHHuYEH.

Joxkas.

~

Heka je A orpanmuen omeparop u |V,) —>|V,), Ma KOju KOHBEpreHTaH HH3 eleMe-

Hata y XunbeproBom npoctopy H, a koju yjenno npunaaa u ID)(A) . Tanga Baxu
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

Alv,)-A

A(

V0>H: Vn>_|V0>)HSHAH|||Vn>_|V0>”'

Ho, kaxo |||vn>—|vo>||—>0 u Vn>_A‘Vo>H_)O’ ITO 3HAYM 12 U HU3 A

A

Vo)

KOHBEprupa Te je ornepaTtop A HempeKuaaH.

C npyre cTpase, ako ce IPETIIOCTaBH Ja oneparop A HHUje orpaHuyYeH, oH Hehe outu

OrpaHMYEH HHM Ha jeaMHH4YHO] chepu y mpoctopy H (jenmnuuna cdepa je CKyn CBHX

eJeMeHaTa 3a K0je€ BaXH |||V>|| =1), mro 3Ha4yu ja he Ha TOj cepu MOCTOjaTH HEKH HU3

eJeMeHara |Vn> e H, takBux na je H‘Vn>

‘:1 U Ja BaXKu HA|Vn>

‘25—)00. Ho, Ttaga uu3

eJeMeHara |Vn > / O TEXH HYITOM EIIEMEHTY |O> , JIOK H A|Vn > / o H octaje Behu on jeauHu-

IIe 32 CBaKO N. 3HA4M J1a onepaTrop HUje HEMpPEeKUIaH 3a |V> = |O>, a TO, Ha OCHOBY JieMe
7.2. 3Ha4W Ja HUje HEMPEKUIaH YOIIIITE.
Q.E.D.
IIpumep 7.3.1. OnepaTop CAIMYHOCTH j€ Ha OCHOBY ciezeher pa3Marpama

A A

= sup
)=t

V>H = sup |a|v)| = sup|a|||v)| = ||

[V} = [Iv) =2
OrpaHUYEH, 3HAYM ¥ HENPEKUJIAH.

Mpumep 7.3.2. 3a gudepennujanuu oneparop —ifid/dx y npocropy IL,(—o0,0) Ba-

.. d
H (_Ih &j v, (X)

Bugu ce na je I[I/I(l)epeHI_II/IjaJ'IHI/I oreparop HECOrpaHM4CH, IIOIITO CC HBbECroBa HOpMa

xu, mpema dpopmyiu (7.6)

=(n+%j q. (7.10)

(7.10) Mo>xe YYMHUTH MTPOU3BOJHLHO BeUKOM, Oynyhu na Baxku 3a OWIIO Koje N; crora je
OH, TpeMa Teopemu 7.3, npekugad. Kako ce pamgu o omeparopy oa (yHmaMeHTaIHOT
3HaYaja 32 KBAaHTHY MEXAaHUKY, J1a OW Ce YOIIITEe MOIJIO PAJUTH C BUM MOpa CE YCi06

HenpexuoHocmu, oTpedaH 1a O ce IpHU pajy ca ornepaTropoM MOIJIa 3aMEHUBATH MECTa
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7. Anrebpa onepatopa

I'PaHUYHOT MpoIieca U orepaTopa (rpaHUYHU MPOIICCH jaBJbajy CE M MPUIMNKOM CyMHpa-
ha, U MPWIAKOM JU(epeHIpama, U MPUINKOM HHTErpajbemal) »onabaBUTH« H KOPH-

CTUTH CE€ THME JIa J€ U3BOJHH OIEepaTOp 3aTBOPEH.

HMepununuja 7.6. Oneparop A y XunbeproBoM npoctopy H HazuBa ce zameopenum

aco m3 |v,) e D(A), |v)=lim|v,) u |¥)=lim Alv,) crrenn na je [v) e D(A) u |7)=Alv).

3a pasznuKy O] HEMPEKUTHUX OIepaTropa, KOJ 3aTBOPEHUX OMeparopa U3 KOHBEP-

TeHIU]e HH13a ‘Vn> € ]D)(A) HE ClIeJIM ayTOMAaTCKU U KOHBEPIeHIM]a JTUKOBa A|Vn>' Melhy-

THM, aKO MIOCTOJU HEKU KOHBEPIeHTaH HU3 |Vn> 3a KOju ¥ HU3 A

Vn> KOHBCPIrupa OHJa u

3a 3aTBOPCHC OIICPATOPC BaAXKU
limA|v,)=Alim|v,).
n—oo n—oo

3a foka3 jJa je qudepeHIMjalIHA orepaTop 3aTBOpeH Bujaetu Poruha [8].

Mpumep 7.3.3. 3a MyJITHIUIMKATHBHY omepaTop X , Ha ocHOBY Gopmyite (7.7), je

Xy, (x)H2 = %(n+%}

T€ OH HHUJ€ OrPaHUYCH, a CAMUM THM HUj€ HU HeTpeKuaaH. Anu je, 6am kao u audepen-

[[WjaJIHU, 3aTBOPEH, TE je MOTyhe KOPUCTUTH I'a Y KBAHTHO] MEXAaHMIIH. 3a JJOKa3 3aTBOpE-
HOCTH MYJITHIUTMKATUBHOT oreparopa Buaetu Pornuha [8].

Mpumep 7.3.4. Nudepenumnjanuu oneparop —izd/de y npocropy LL,(p) xama ne-
nTyje Ha (pyHKUHUjy TPUrOHOMETpHjcKor cucteMa @ (¢) Aaje ucty Ty QpyHKUIHjy MOMHO-

’KeHy ca M/, Te je HopMa oarosapajyher Bekropa

|Ag, ()] =men.

A

OBo 3Hauu Jia je omeparop A HEOTrpaHUYEH, TE je caMHM THUM U TpekuaaH (jep M
MOJKe OUTH YYUEH-CHO TIPOM3BOJHHO BEHKUM). O TpeTMaHy OBaKBUX OIEpaTopa BHICTH Y

IPETXO0/IHA JBa MpuMepa (HauMe, ¥ OH je 3aTBOPEH, UT/I.)
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